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Introduccio

e Presa de decisions:

— Triar entre diverses alternatives.

e Exemple:

— Volem comprar un cotxe, 1 hi ha diversos models.
— Alternatives: {Peugeot206, FordT., ...}
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Introduccio

e Multicriteria Decision Aid (MCDA) i
Multicriteria Decision Making (MCDM)

— Eines per ajudar en la presa de decisions.
— Dificultat del problema:
x Hi ha diverses alternatives
+ Cal tenir en compte diversos punts de vista (sovint contradictoris)
— MCDA: Es donen eines per capturar, entendre i analitzar les
diferéncies (punt de vista constructivista)
— MCDM: Es donen eines per descriure el procés de decisié. Es suposa
que es pot formalitzar el procés de decisié (punt de vista descriptiu)

Vicenc Torra; Presa de decisions Girona 3



Introduccio

e L'exemple de la compra del cotxe:

— Alternatives: {Peugeot206, FordT., ...}
— Punts de vista/criteris: Preu, Qualitat, Confort

e MCDA: Es donen eines per capturar, entendre i analitzar les diferencies

e MCDM: Es donen eines per descriure el procés de decisio.
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Introduccié: MCDM

e El procés descriptiu es formula en termes matematics.

— Funcions d'utilitat.
+ Cal disposar d'una funcié per a cada criteri.
x La funcid s'aplica a cada alternativa.
x La funcid retorna un valor més gran per a les alternatives que
satisfan millor el criteri.
— Relacions de preferéencies (comparacio entre les diverses alternatives)
« Cal disposar d'una relacié binaria per a cada criteri.
x Cada relacié ens ordena les alternatives segons el criteri considerat.
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Introduccio

e L'exemple de la compra del cotxe:

— Alternatives: {Peugeot206, FordT., ...}
— Punts de vista/criteris: Preu, Qualitat, Confort

e Formalitzacio:

— Funcié d'utilitat (U):
Ford T: Uprew, = 0.2, Ugyatitat = 0.8, Uconfort = 0.3
Peugeot206: U,,c, = 0.7, Uguatitat = 0.7, Ucon fort = 0.8

— Relacions de preferencia (R)
Ryreu: Rprew(P206, FordT), = Rype(FordT, P206)
Rjuatitat: " Rouatitat(P206, FordT'), Ryyuatitat(FordT, P206)
Reontort: Reonfort(P206, FordT'), = Reon fort(FordI’, P206)
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Introduccio

e En el marc de MCDA o MCDM es distingueixen dues arees:

— MODM (Multi-Objective Decision Making): correspon a la situacié
amb un nombre infinit d'alternatives (espais d’alternatives continu).
— MADM (Multi-Attribute Decision Making): correspon a la situacid
en que el nombre d'alternatives és petit
— Sovint s'entén MCDM com a sinonim de MADM.
x L'exemple de la tria de cotxes correspon a un problema

MADM /MCDM

MODM (multi-objective decision making): aquests problemes es formulen
normalment mitjancant problemes d'optimitzacid, 1 es resolen amb
métodes de programacié matematica (tipus SIMPLEX). S'han aplicat
també altres tecniques com ara els algorismes genetics.
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MCDM i eleccio social
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MCDM i elecciod social

e MCDM (decisid) i I'eleccié social.

— dues arees relacionades.
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MCDM i elecciod social

e L’'eleccié social (social choice)

— estudia regles de votacid, i com les preferencies d'un conjunt de gent
es poden agregar (combinar) per obtenir |la preferencia del conjunt.

e Tot i que en |'eleccid social estem construint una preferencia global a

partir d'opinions de persones en lloc de criteris, des d'un punt de vista

formal no hi ha gaire diferéncia entre els dos casos'.

— Les persones no decideixen, només expressen les seves preferencies

e Aixi, (informalment)

— |'eleccié social ignora les persones
— |'eleccié social només estudia com agregar les preferencies i construir

la preferencia composta

IA. Rapoport, Decision Theory and Decision Behaviour, Kluwer Academic Publishers, 1989. p. 5
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MCDM i elecciod social

e Regla de la majoria (eleccié social vs. MCDM):

— L’alternativa seleccionada és la preferida per la majoria de gent.
— L'alternativa seleccionada és la que guanya en tots els criteris.
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MCDM i elecciod social

e Exemple (de MCDM /presa de decisions):

— El Peugeot 206 és millor en quant a preu i a confort
(guanya 2 vegades)

— El Ford T només és millor en qualitat
(guanya 1 vegada)

— Guanya el Peugeot 206

e Exemple (d’eleccié social)

— Una familia de 3 membres {p, ¢, c} volen comprar un cotxe
x p prefereix el Peugeot 206
x q prefereix el Ford T
x ¢ prefereix el Peugeot 206
— Fan una votacié (cadascl vota el que prefereix):
x guanya |'opcié Peugeot 206.
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MCDM i elecciod social

e Regla de la majoria (eleccié social vs. MCDM):
— L’alternativa seleccionada és la preferida per la majoria de gent.

— L'alternativa seleccionada és la que guanya en tots els criteris.

e En aquesta regla només considerem |'alternativa més preferida (per a
cada criteri), perdo no com estan ordenades les altres opcions.
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Preferencies
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Preferencies

e Donades les preferencies, com construir |'agregacio?
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Preferencies

e Expressem (formalitzem) les opinions (els criteris)

— Formalitzem les preferencies amb > i = (per simplificar)
(alternativament, P(z,y) i I(x,y))
(o, <idefinimzr=ycomz<yiy<x)
x xr > 1, si preferim x a y.
x x =1, sl ens és indiferent x o y.
— Utilitzem R;, per denotar |'ordre de la persona (o criteri) i-essima.
— Utilitzem F(Ry, Ro, ..., Ry), per denotar I'agregacié
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Preferencies

e Com construim |'agregacio:

— ... primeres dificultats
x Rl: x>y > 2
x RYYy>z>ux
x R 2 >x >y
— Agregacio segons la regla de la majoria simple:
— u > v si la majoria prefereixen u a v
— Aplicacio:
*x X >Y, Y>2, 2>
— Relacié intransitival!l! (z >y, y > z perd no = > z)
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Preferencies

e Com construim |'agregacio:

— ... més dificultats — Teorema d'impossibilitat d'Arrow
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Preferencies: Teorema d’Arrow

e Teorema d'impossibilitat d’'Arrow: condicions

— Suposa que tenim,
x Com a minim tres alternatives
+* Com a minim dues preferencies (dos criteris o dues persones)
x Cerquem una funcid que es pugui aplicar a tot conjunt de
preferéncies.
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Preferencies: Teorema d’Arrow

e Teorema d'impossibilitat d’'Arrow: condicions

— La funcié és monotona. Aixo és, si modifiquem una preferencia de
manera que una alternativa és promocionada, la funcié ha d’evitar,
com a minim, la degradacio d'aquesta alternativa.

— Raonament:

« Alternatives z, v, z, i preferéncies R', R, R'S
— Fy(RY, RY, RY?) prefereix y a 2

x Si passem a preferéncies R'°, R R® on es millora y
— Fy(R'YY, R R®) també prefereix y a 2
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Preferencies: Teorema d’Arrow

e Teorema d'impossibilitat d’'Arrow: condicions

— La funcié satisfa la condicié d'independéncia de les alternatives
irrellevants. Aixo és, que la preferéncia final sobre x i y ha de ser
independent de les preferencies per a les altres alternatives.

— Raonament:

x Si x és la millor alternativa d'un conjunt A, si treiem del conjunt
un element y % x, x ha de seguir sent la millor alternativa de A.
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Preferencies: Teorema d’Arrow

e Teorema d'impossibilitat d’'Arrow: condicions

— Qualsevol preferencia s'ha de poder obtenir com a resultat de la
funcid.
— Raonament:
x Aquesta condicié permet que, per a qualsevol parell x, y, sigui
possible que la societat preferixi x a v.
* Si la condicié no passés, voldria dir que és impossible preferir x a
Y.
x O sigui, seria imposat x no és preferit a y (¢o és, y > x).
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Preferencies: Teorema d’Arrow

e Teorema d'impossibilitat d’'Arrow: condicions

— La funcié no ha d'implicar dictadura:
— sempre que un individu prefereixi x a y, la societat també
(amb independéncia de I'opinié dels altres)
— Raonament:
* El resultat seria igual a una de les opinions (excepte en el cas
d'indiferencia).
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Preferencies: Teorema d’Arrow

e Teorema d'impossibilitat d’'Arrow: formalitzacié

— quan hi ha com a minim tres alternatives I com a minim dues
preferéncies, no existeix cap funcié d'agregacié que satisfaci les
propietats seguents per a tots els conjunts de preferéncies:

1. Qualsevol preferencia s’ha de poder obtenir com a resultat de la funcié.

2. La funcié no ha d'implicar dictadura (aixo és, que la funcié no pot correspondre
a una de les preferéncies que agreguem).

3. La funcié és monotona. Aixo és, si modifiguem una preferéncia de manera
que una alternativa és promocionada, la funcié ha d'evitar, com a minim, la
degradacio d'aquesta alternativa.

4. La funcid satisfa la condicié d'independéncia de les alternatives irrellevants. Aixo
és, que la preferencia final sobre x i y ha de ser independent de les preferéncies
per a les altres alternatives.
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Preferencies: Teorema d’Arrow

e Teorema d'impossibilitat d'Arrow: com solucionar-lo?
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Preferencies: Alternatives a Arrow

e Alternatives a les condicions d’'Arrow

— Modificar la formulacié del problema (1)
*

— Mantenir la formulacié del problema i eliminar alguna condicié (I1)
*
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Preferencies: Alternatives a Arrow

e Alternatives a les condicions d’'Arrow

— Modificar la formulacié del problema (1)
+ Restriccions en les entrades (p.ex., prohibir grans divergencies)
— Mantenir la formulacié del problema i eliminar alguna condicié (I1)
x P. ex., eliminar la independencia de les alternatives irrellevants
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Preferéencies: Alternatives a Arrow (1)

e Modifiquem la formulacié del problema:

— No permetem divergencies massa grans en les entrades.

e Condicions:

— Suposem que hi ha un continu unidimensional subjacent
— (Cada individu té un ideal en el continu

— Ordena les preferencies segons |'ideal

— cas més general: single peaked (Black)
single peaked: there is some basic ordering of the alternatives such that, in passing
from one alternative to the next in this basic ordering each individual monotonically

rises to the peak of his preferences and then monotonically drops off in the direction

of dispreference
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Preferéencies: Alternatives a Arrow (1)

e Modifiquem la formulacié del problema: condicié d'un tnic pic

— si el nombre d'individus és senar, i restringim les preferéncies a
aquelles que satisfan la condicié d'un unic pic, aleshores és possible
definir una funcié d’'agregacid que satisfaci les condicions d'Arrow.

e Exemple:

— La majoria simple satisfa les condicions
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Preferéncies: Alternatives a Arrow (1)

e Mantenim la formulacié del problema i eliminem alguna condicid

— Eliminar la independencia de les alternatives irrellevants

e Regla de Copeland (variacié de Condorcet)?:

— u(x) :

nombre de vegades en qué x guanya - nombre de vegades en que x perd

— No satisfa la condicié d’'independencia de les alternatives irrellevants

’La regla de Condorcet amb el desempat de Copeland va ser definit per Ramon Llull (s. Xi11) en
diversos treballs. Per exemple, a la novel-la Blanquerna.
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Preferéncies: Alternatives a Arrow (1)

e Mantenim la formulacié del problema i eliminem alguna condicid

— Eliminar la independencia de les alternatives irrellevants

e Regla de Borda®

— Assignem un pes a cada alternativa segons l'ordre (n, n —1, ..., 1)
— Sumem els pesos

— No satisfa la condicié d’'independencia de les alternatives irrellevants

3Nicolau de Cusa va introduir la regla de Borda el s. xV.
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Utilitats
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Utilitats

e Problema MADM/MCDM amb utilitats

— Difficultat de tenir en compte els punts de vista contradictoris
— Les utilitats ens permeten expressar aquests punts de vista
contradictoris

e Es diu que una situacié és optim de Pareto (o Pareto-eficient) quan no
és possible que ningd hi obtingui un guany superior sense que hi perdi
algu altre.
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Utilitats

e Solucié d'un problema MADM/MCDM amb utilitats

Opcid 1: Construim relacions, i treballem amb preferencies
Opcid 2:
— Agreguem els graus de satisfaccié/utilitat
— Ordenem les alternatives segons els graus de satisfaccié
— seleccionem ['alternativa (o el conjunt d’alternatives) millor

Criteria
Satisfaction on:

alt | Price Quality Comfort alt | Consensus alt | Ranking
FordT | 0.2 0.8 0.3 FordT | 0.35 206 0.72
206 | 0.7 07 0.8 206 | 0.72 gl | 59
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Agregacio: introduccié
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Agregacio: Introduccio

e L'agregacid o fusié d'informacio:

— En el nostre cas, com combinar els valors associats als criteris

e En general,

— tota una area de recerca, amb aplicacions molt diverses

e Exemples de funcions d'agregacio:
— Z]il a;/N (mitjana aritmetica, AM arithmetic mean)
— > ._, i+ a; (mitjana ponderada, WM weighted mean)
e Naturalment, funcions diferents donen resultats diferents

— En el nostre cas, funcions diferents donen ordenacions diferents!
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Agregacio: Introduccio

e Objectiu de I'agregacio:

— Produir una dada especifica, | a la vegada exhaustiva, sobre una
entitat.

— Aquesta dada es construeix a partir de les informacions subministrades
per diverses fonts d'informacié (o per la mateixa font a partir
d'informacié recollida en diversos instants de temps).

— Aquestes tecniques s'empren per reduir algun tipus de soroll,
incrementar la precisid, resumir la informacid, extreure informacid,
prendre decisions, etc.
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Agregacio: Introduccio

e |La fusid d'informacid estudia ...

. tots els aspectes relacionats amb la combinacié d'informacié:

e Objectius de I'agregacid (objectius de I'area):

— Formalitzacio del procés d'agregacio
x Definicié de noves funcions
* Seleccid de funcions
(meétodes per decidir quina és la funcié més apropiada en una situacié donada)
x Determinacio dels parametres
— Estudi dels métodes existents:
« Caracteritzacié de funcions
x Determinacié de les capacitats de modelitzacié de les funcions
x Relacié entre operadors i parametres
(per saber com els parametres afecten el resultat: es pot aconseguir la propietat

de dictador?, sensibilitat a les dades — index).
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Agregacio: Introduccio

e lermes:

— Integracié d'informacié
— Fusié d'informacid: funcions/tecniques concretes:

el procés concret de combinar diverses dades per obtenir-ne una de sola.
— Operadors d’agregacié: C: DY — D (C de Consens)

— i C amb parametres (coneixement de base): Cp

e Agregacio:

— Unanimitat o idempotencia: C(a,...,a) = a per a tot a
— Monotonia: C(ay,...,an) > C(ay,...,d’y) quan a; > a;

— Unanimitat + monotonia — internalitat:
minz- a; S C(al, ce ,CLN) S max; a;
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Agregacio: Introduccio

e Dimensions:

— Tipus d’'informacié
x redundant vs. complementaria
— Tipus de representacié de dades:
x numerica, ordinal, conjunts difusos, relacions de preferencia,
dendrogrames, particions, ...
— Nivell d'abstraccié:
x baix nivell vs. alt nivell
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Agregacio: Introduccio

Definicio:

e Definicié a partir de propietats

e Definicid heuristica

propietats

funcid

propietats

funcid

e Definicid a partir d'exemples

exemples

funcid
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Agregacio: Introduccio

e Definicié a partir de propietats

propietats | — | funcid

e Exemple

a) Emprant equacions funcionals
b) Agregacié de ai, as, ..., ay € D, com el c¢ situat a la minima
distancia dels a;:

C(ai,az,...,an) = afrgminc{z d(c,a;)},

a;

d és una distancia sobre D.
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Agregacio: Introduccio

e Exemple (continuacid, cas (b)): Considerem |'expressio seglient:

C(ay,as,...,an) = argminc{z d(c,a;)},

1
on els a; son nombre de R | d és una distancia sobre D. Aleshores,

1. Quan d(a,b) = (a — b)?, C és la mitjana aritmetica.
Aixo és, C(ay,asz,...,an) = Zi\;l a;/N.

2. Quan d(a,b) = |a — b|, C és la mediana.
Aixo és, la mediana de ai,as,...,an és l'element que ocupa la posicid central
quan ordenem els elements a;.

3. Quan d(a,b) = 1 sii a = b, C és la regla de pluralitat (moda o

votacio).
Aixo és, C(ay,as,...,an) selecciona |'element de R que trobem més sovint entre
els elements de (a1, a2, ...,an).
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Agregacio: Introduccio

e Exemple. A i B imparteixen un curs (teoria+practica). Restriccions:

— El nombre total de sessions és sis.

— EI professor A donara |la part de teoria, que hauria de consistir en
unes tres sessions. Tres és el valor optim, | una diferencia entre el
nombre de sessions més gran que dues és inacceptable.

— El professor B donara la part de problemes,
que consisteix en dues sessions.

— Els dos professors han de donar, més o menys, el mateix nombre de
sessions. Una diferencia d'una o dues és mitjanament acceptable,
pero una diferencia de tres és inacceptable.
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Agregacio: Introduccio

e Exemple. Formalitzacié

— Variables

x T 4. nombre de sessions impartides pel professor A
*x . nombre de sessions impartides pel professor B.
— Restriccions
x C1: x4+ g ha de ser al voltant de 6
x C9: x4 ha de ser al voltant de 3
x (C3: xp ha de ser al voltant de 2
x Cy: |xa — x| ha de ser al voltant de zero.
— Les restriccions es descriuen mitjancant conjunts difusos ...
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Agregacio: Introduccio

e Exemple. Formalitzacié

— si ug expressa “al voltant de 6", aleshores
avaluem “x, + xp ha de ser al voltant de 6" per ug(za + zp).
— donats ug, 3, f2, Ho-
— Aleshores, donat un parell (x4,xp) (una solucié possible), obtenim
els graus de satisfaccié seguents:
* p6(Za + 2B)
* pz(2a)
* fi2(2B)
(

* po(|za — zB|).
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Agregacio: Introduccio

e Exemple. Formalitzacié

— Funcions de pertinenca per a les restriccions.
H2

Ho
M3

e
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Agregacio: Introduccio

e Exemple. Formalitzacié

alternativa | Graus de satisfaccié graus de satisfaccid
(xa,zB) | (He(za+2xB), us(xa), Ci1 | Cy| Cs| Cy
p2(zg), pol|za — z5l))
(2,2) (16(4), p3(2), p2(2), 10(0)) 0 (0o 1 | 1
(2,3) (16(5), p3(2), p2(3), po(1)) 0.5 (0.5 0.510.5
(2,4) (16(6), p3(2), p2(4), 1o(2)) 11051 0 10.
(3.5,2.5) | (ue(6), u3(3.5), u2(2.5), pwo(1)) | 1 |1 0.5]0.5] 0.5
(3,2) (16(5), p3(3), p2(2), po(1)) 05 1 | 1 ]0.5
(3,3) (16(6), 13(3), p2(3), po(0)) 1|1 ]05]1
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Agregacio: Introduccio

e Exemple. Formalitzacié

alternativa | graus de satisfaccio agregacio
(CUA,CCB) Cl CQ Cg 04 (Cl CQ Cg <C4
(2,2) 0 (05 1 1

(2,3) 0.510.50.5] 0.5

(2,4) I 10.5] 0 |0.5

(3.5,2.5) I 10.5]0.5] 0.5

(3,2) 0.0 1 1 |05

(3,3) 1 1 05| 1
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Agregacio: Introduccio

e Exemple. Avaluacié de les alternatives del curs.

— Vector de pesos (vector possibilistic): u = (1, 0,5, 0,3, 0,1).

— WMin:
x sat(2,2) = WMing(0, 0,5, 1, 1) =0
x sat(2,3) = WMing(0,5, 0,5, 0,5, 0,5) =0,5
x sat(2,4) = WMiny(1, 0,5, 0, 0,5) = 0,5
¥ sat(3,5, 2,5) = WMing(1, 0,5, 0,5, 0,5) = 0,5
x sat(3,2) = WMiny(0,5, 1, 1, 0,5) =0,5
x sat(3,3) = WMiny(1, 1, 0,5, 1) =0,7.
— WMax: (amb neg(u) = (0, 0,5, 0,7, 0,9), segons neg(x) =1—x)
x sat(2,2) = WMaxy(0, 0,5, 1, 1) =0,5
x sat(2,3) = WMaz,(0,5, 0,5, 0,5, 0,5) = 0,5
x sat(2,4) = WMaxy(1, 0,5, 0, 0,5) =1
v sat(3,5, 2,5) = WMazy(1, 0,5, 0,5, 0,5) =1
x sat(3,2) = WMaxy(0,5, 1, 1, 0,5) =0,5
x sat(3,3) = WMaxy(1, 1, 0,5, 1) = 1.

— minim ponderat, el millor parell és el (3,3), pero que, quan utilitzem
el maxim ponderat, sén indistingibles els parells (2,4) i (3,5, 2,5)
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Index
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Index

e Equacions funcions i sintesis de judicis

e De la mitjana ponderada a les integrals difuses
e Mesures difuses

e indexs i metodes d’avaluacié

e Seleccid del model
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